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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ ВАРИАЦИОННЫХ ПРИНЦИПОВ И РЕШЕНИЯ 

СОПРЯЖЕННОЙ ЗАДАЧИ ПРИ ИДЕНТИФИКАЦИИ ВХОДНЫХ 

ПАРАМЕТРОВ МОДЕЛИ ПЕРЕНОCА ПАССИВНОЙ ПРИМЕСИ 

Сравниваются два подхода к решению задачи идентификации мощности по-

стоянно действующего точечного источника. Для восстановления переменной по 

времени мощности источника используется итерационный подход, в основе кото-

рого лежат вариационные принципы и решение сопряженной задачи. Метод сопря-

женных уравнений используется для оценки постоянной по времени мощности ис-

точника. 

КЛЮ ЧЕ ВЫ Е СЛ ОВ А :  итерационный подход, сопряженная задача, источник 
загрязнения, перенос пассивной примеси, диффузия. 

При решении практических задач экологической направленности на ос-

нове применения модели переноса пассивной примеси возникает необходи-
мость идентификации входных параметров используемой модели по имею-

щимся данным измерений. Под входными параметрами понимаются поля 

скоростей, коэффициенты модели, начальные данные и мощность источни-
ков загрязнения. Данные измерений отражают объективную реальность 

происходящих процессов. Поэтому идентификация входных параметров 

модели переноса примеси на основе современных методов усвоения данных 

измерений является важной и актуальной задачей. В [1] произведена иден-
тификация начальных полей исследуемых трассеров. На тестовых примерах 

показана работоспособность алгоритма идентификации, отмечены его ин-

терполяционные и фильтрационные свойства, исследована зависимость 
скорости сходимости итерационного процесса от интервала времени, на ко-

тором решается поставленная задача и от величины коэффициента турбу-

лентной диффузии. Увеличение этих параметров приводит к уменьшению 
скорости сходимости итерационного процесса. В [2] решена задача иденти-

фикации постоянного коэффициента турбулентной диффузии, а в [3] реали-

зована процедура поиска стационарного поля скорости на поверхности 

Черного моря по серии спутниковых данных о поверхностной температуре. 
Вариационный алгоритм идентификации [4] для исследуемой модели пере-

носа примеси показал свою работоспособность. В данной работе рассмот-

рим два способа идентификации мощности источника загрязнения в модели 
переноса пассивной примеси. Первый – метод сопряженных уравнений [5] 

позволяет производить прямую оценку мощности источника загрязнения в 

случае, когда она не меняется со временем. Второй – вариационный подход 
[4], в основе которого лежит минимизация квадратичного функционала ка-

чества прогноза и решение сопряженной задачи, позволяет идентифициро-

вать переменную мощность источника. 
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Алгоритмы. В качестве модели переноса пассивной примеси для тес-
товых расчетов рассмотрим следующее двумерное уравнение: 
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и начальными данными: 
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где С – концентрация примеси, U, V – заданное поле скорости, A – коэффи-
циент турбулентной диффузии, Q – мощность источника в точке (x0, y0), 

 00 , yyxx   – дельта функция Дирака, область интегрирования модели 

   YXD ,0,0  ,  TDDt ,0 . Будем считать что 00 C , а измерения 

производятся на момент времени T. 

Помножая (1) – (3) на C* и интегрируя по частям получим: 
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где в левой части стоит функционал, характеризующий суммарную концен-

трацию в некоторой области , C* – решение сопряженной задачи: 
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Считая, что Q = const, из (4) получим оцениватель для Q: 
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Аналогичная задача может быть решена на основе вариационного под-

хода [2] за счет минимизации функционала качества прогноза: 
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где Cизм – данные измерений на момент времени T. 

Помножая (1) – (3) на множители Лагранжа  добавляя полученное вы-

ражение к (7) получим общий вид функционала. Выписывая его вариацию и 
интегрируя по частям с учетом краевых условий, получим: 

  
tD

yyxxQI  ,, 00  , (8) 

где  – решение сопряженной задачи типа (5) с начальными данными: 

CCTt изм  : . (9) 
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Если Q = const из определения градиента функционала имеем: 

 
T

Q dttyxI
0

00 ,, . (9) 

Если Q = Q(t), то: 

 tyxItQ ,, 00)(  . (10) 

Величина Q ищется итерационно по формуле: 

IQQ Q
nn  1 , (11) 

где  – итерационный параметр. 
Результаты численных экспериментов. Модель (1) – (3) интегрирует-

ся в двухмерной области с x = 510
5
 см/с, t = 10

4
 с, A = 510

5
 см

2
/с, T = 

40,5 сут, U = 10 см/с, V = 0. При численной реализации модели переноса 

используются TVD–аппроксимации. На рис.1 представлено поле концентра-

ции на конечный момент времени. Это поле получено в результате действия 

постоянного источника Q = 1. В качестве  задаем поочередно три области 

в D (рис.1) 1, 2, 3 и их объединение 4. В результате работы метода со-

пряженных уравнений [1] имеем результаты восстановления Q, представ-
ленные в табл.1. 

Во всех случаях имеем достаточно хорошее восстановление известной 

мощности источника Q. При использовании в качестве  области 4 ис-
пользуется полная информация о структуре поля концентрации, что позво-

ляет более точно восстановить Q. 

Т а б л и ц а  1 . Восстановленные значений мощности источника загрязнения Q. 

область 1 2 3 3 

Q 1,0246 1,0023 0,9843 1,0000 

 

 
Р и с . 1 . Модельное поле концентрации на конечный момент времени. 
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Р и с . 2 . Восстановление мощ-
ности источника в результате 

итераций (Q – постоянная по 

времени). 

Р и с . 3 . Падение нормирован-
ного значения функционала ка-

чества прогноза (Q – постоянная 

по времени). 
 

Результаты работы вариационного алгоритма идентификации Q пред-

ставлены на рис.2, 3. На рис.2 показано восстановление Q в результате ите-

раций. Видно, что восстановление Q медленнее всего происходит в случае, 

когда измерения проводятся на периферии пятна загрязнения (3). В случае 
усвоения полной информации для идентификации Q достаточно практиче-
ски одной итерации. На рис.3 изображено падение нормированного значе-

ния функционала качества прогноза для всех четырех вариантов расчетов. 

Из проведенных тестовых расчетов видно, что оба алгоритма дают ана-

логичные результаты. Они практически точно восстанавливают Q в случае, 

когда используется вся информация о поле концентрации (4). Когда изме-

рения имеются не для всей области 4, первый алгоритм дает сравнительно 
небольшую погрешность, а второй требует большего числа итераций для 

восстановления истинного значения Q. Алгоритмы принципиально отлича-

ются в случае, когда Q является функцией времени. В этом случае из (4) 

невозможно получить оцениватель для Q. Однако, алгоритм, основанный на 
вариационных принципах, дает надежные результаты и в этом случае. Зада-
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мени T при воздействии такого точечного источника. В результате числен- 

 

 
Р и с . 4 . Падение нормированного 

значения функционала качества про- 
гноза (Q – переменная по времени). 

Р и с . 5 . Восстановленная структу-

ра Q(t) в результате итераций. 
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ных экспериментов выяснено, что наиболее точно временная структура Q(t) 
восстанавливается при усвоении полной информации о поле концентрации 

(рис.4) При этом наблюдается достаточно быстрая сходимость итерацион-

ного процесса. Для достижения минимума функционала достаточно прак-

тически одной итерации. Для случаев 1 и 3 сходимость итерационного 

процесса отсутствует, это говорит о том, что по такой информации невоз-
можно восстановить Q(t). Таким образом, для оценки Q(t) необходимо 

иметь полную информацию о поле концентрации C. 

Численные эксперименты показали надежную работу обоих алгоритмов 
идентификации мощности постоянного источника загрязнения. В случае, 

когда Q является функцией времени, идентификацию можно осуществить 

на основе применения вариационной процедуры. Наилучший результат по-

лучился при усвоении полной информации о поле концентрации. Рассмот-
ренные алгоритмы могут быть применены в модели переноса пассивной 

примеси для идентификации мощности источников антропогенного загряз-

нения акватории Черного моря. 
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