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Рассматривается вариационная ассимиляция модельных данных о концентрации 
взвешенного вещества в верхнем слое Азовского моря. Такая информация исполь-
зуется при апробации алгоритмов идентификации, чтобы протестировать возмож-
ность усвоения получаемых на основе спутниковой информации значений концен-
трации. Совместное использование оценок поверхностных значений концентрации 
и результатов моделирования на основе модели переноса представляет интерес 
с точки зрения определения мощности источников поступления взвешенного веще-
ства. Решена тестовая задача определения искомого параметра в краевом условии 
на дне моря при параметризации поступления (взмучивания) взвеси из донных  
отложений вследствие динамических процессов в придонном слое. Реализованы 
два подхода к поиску искомой константы для используемой в расчетах параметриза-
ции. При определении переменного по пространству потока взвешенного вещества 
на дне моря применяется вариационный алгоритм идентификации, основанный 
на решении сопряженных задач. Ассимиляция данных измерений в модели переноса 
пассивной примеси позволяет определить пространственную структуру таких пото-
ков на заданном интервале времени. При реализации вариационного алгоритма 
идентификации применяются градиентные методы нахождения оптимальных оце-
нок путем минимизации квадратичного функционала качества прогноза. Решение 
сопряженной задачи используется для построения градиента функционала качества 
прогноза. В направлении этого градиента выполняется спуск. При реализации 
вариационной процедуры решаются основная, сопряженная задачи и задача в вариа-
циях, необходимая для определения итерационного параметра. Используемые в рас- 
четах поля течений и коэффициенты турбулентной диффузии были получены 
при помощи динамической модели Азовского моря в сигма-координатах при ин-
тенсивном восточном ветровом воздействии. 
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The paper deals with variation assimilation of model data on the concentration of sus-
pended matter in the upper layer of the Sea of Azov. Such information is used during 
practical evaluation of identification algorithms to test the assimilation of concentration 
values derived from satellite information. Combined use of surface concentration esti-
mates and modeling results based on the transport model is of interest for determining 
the strength of sources of suspended matter inflow. The test problem has been solved of 
determination of the required parameter in the sea bottom boundary condition when pa-
rameterizing the sediment inflow (agitation) from bottom sediments due to dynamic proc-
esses in the sea bottom layer. Two approaches to search for the required constant for the 
parameterization used in the calculations are implemented. A variational identification 
algorithm based on adjoint problem solving is used in determining the spatially variable 
flow of suspended matter on the seabed. The assimilation of measurement data into 
a model of passive admixture transport allows to determine the spatial structure of such 
flows at a given time interval. When implementing the variational identification algo-
rithm, gradient methods are used to find optimal estimates by minimizing the quadratic 
functional of the prognosis quality. The solution of the adjoint problem is used to con-
struct the gradient of the prognosis quality functional. Descent is performed in the direc-
tion of this gradient. During realization of variational procedure the main problem, the 
adjoint problem and the problem in variations, which is necessary to determine an itera-
tion parameter, are solved. The flow fields and turbulent diffusion coefficients used in the 
calculations were obtained using a dynamic model of the Sea of Azov in sigma coordi-
nates under exposure to intense easterly wind. 
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Введение 
Для описания динамики взвешенного вещества в море необходимо ис-

пользовать не только продвинутые динамические модели [1–3], модели пе-
реноса и трансформации примесей, но и алгоритмы идентификации вход-
ных параметров этих моделей на основе ассимиляции данных измерений. 
Модели, позволяющие моделировать взмучивание со дна, содержат множе-
ство эмпирических параметров и параметров подгонки для более коррект-
ного описания происходящих процессов. Критерием качества той или иной 
модели является ее соответствие объективной реальности, т. е. данным из-
мерений. В последние годы с развитием спутниковой океанографии  
появились современные методы обработки изображений и их трансформа-
ции в цифровой формат [4]. Такая информация может быть получена в опе-
ративном режиме, поэтому разработка и апробация методов определения 
тех или иных параметров численного моделирования является актуальной 
задачей. Данная работа посвящена построению вариационных алгоритмов 
для определения потоков взвешенного вещества в модели переноса пассив-
ной примеси с простейшей параметризацией взмучивания донных отложе-
ний. Для идентификации константы в используемой параметризации реали-
зованы два вариационных подхода: с использованием метода, основанного 
на решении сопряженных уравнений [5, 6], и метода линеаризации. Обшир-
ный обзор по вариационным методам ассимиляции данных измерений 
представлен в работе [7]. Вариационный подход, основанный на решении 
сопряженных задач, активно используется при решении широкого класса 
задач [8–11]. Два алгоритма, рассмотренных в данной работе, дали сравни-
мые результаты. Если первый позволяет определять параметры переменные 
по пространству и времени, то второй более прост в реализации при иден-
тификации констант. 

При численной реализации алгоритмов поиска оптимальных оценок 
используются градиентные методы минимизации квадратичного функцио-
нала качества прогноза. Необходимо решить сопряженную задачу, чтобы по-
строить градиент функционала. Итерационный спуск выполняется в направ-
лении этого градиента. При реализации вариационной процедуры интегри-
руются основная, сопряженная задачи и задачи в вариациях. Задача в ва-
риациях используется при определении итерационного параметра для гра-
диентного спуска. В случае реализации метода линеаризации параллельно 
основной задаче решается соответствующая задача в вариациях. В процессе 
интегрирования указанных задач применяются TVD-аппроксимации [12]. 
Используемые для реализации процедуры ассимиляции поля течений и ко-
эффициенты турбулентной диффузии были получены по модели [2, 3] 
в сигма-координатах для акватории Азовского моря при восточном ветро-
вом воздействии.  

Методы 
В качестве модели переноса пассивной примеси [2, 3] рассмотрим 
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со следующими условиями на боковых границах: 
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а начальные данные заданы следующим образом: 
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2 2u U V  ; D – динамическая глубина; x, y – горизонтальные коорди-
наты;  – безразмерная вертикальная координата, изменяющаяся в пределах 
от –1 (на дне) до 0 (на поверхности моря); U, V, W – компоненты поля ско-
рости; C – концентрация примеси; AH и K – коэффициенты горизонтальной 
и вертикальной турбулентной диффузии соответственно; n – нормаль к бо-
ковой границе;  – граница области M; Mt = M[0, T]. 

 
Вариационный алгоритм ассимиляции 
Задача ассимиляции данных измерений решается путем минимизации 

выпуклого квадратичного функционала качества прогноза: 
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где P – оператор восполнения нулями поля невязок прогноза при отсутст-
вии данных измерений; R – оператор проектирования в точки наблюдений. 
Запишем функционал (5) при линейных ограничениях (1)–(4) в виде  
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При соответствующей параметризации потока на дне последнее слагаемое 
имеет вид   1

*3 , 
t

Cu . Скалярное произведение в формуле (6) определя-

ется в L2 стандартным образом. Проинтегрируем по частям соответствую-
щее формуле (6) выражение для вариации функционала с учетом аналога 
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уравнения неразрывности и краевых условий, выбрав в качестве множите-
лей Лагранжа решение следующей задачи: 
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где L* – оператор, формально сопряженный к оператору L. 
Тогда, исходя из стационарности функционала и определения его гра-
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Значение мощности источника ищем итерационно: 
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где  – итерационный параметр, который определяется [13] с учетом реше-
ния задачи в вариациях исходя из минимума функционала (5) по следующей 
формуле: 
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В выражении (9) Сδ  – решение соответствующей задачи в вариациях. 

Метод линеаризации 
При выборе  в качестве параметра, который необходимо идентифици-

ровать, поставленная задача может быть решена на основе метода линеари-

зации [14]. Пусть 

C  – вариация функции C относительно искомого пара-

метра . Следуя работе [13], поставим в соответствие задаче (2)–(4) задачу 
в вариациях: 
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со следующими условиями на боковых границах: 
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На поверхности и на дне задаются краевые условия вида 
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Задача (10)–(12) решается с нулевыми начальными данными. 
Пусть задача (5)–(8) решается на интервале времени [0, T] в области M. 

Тогда для решения задачи идентификации параметра  требуется найти ми-
нимум следующего функционала (5). 

Представим переменную C в виде 
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где C  – некоторая оценка концентрации загрязнения;  – истинное значе-
ние параметра, подлежащее определению. После подстановки выражения 
(13) в формулу (5) и условия стационарности функционала получаем 
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Формулы (9), (14) справедливы и для случая, когда измерения поступа-
ют, например, только с поверхности моря. Задача построения функционала 
качества (5) решается путем соответствующего выбора проекционных опе-
раторов P и R. 

Результаты и обсуждения 
Входная информация для проведения расчетов по модели переноса 

примеси генерировалась при помощи гидродинамической модели [2, 3] 
для Азовского моря. Динамическая модель интегрировалась до квазиуста-
новившегося решения при постоянном восточном ветровом воздействии 
со скоростью 10 м/с. Полученные поля скоростей и коэффициенты модели 
задавались в качестве входных параметров при интегрировании модели пе-
реноса пассивной примеси на срок T = 2 сут. В расчетах использовался шаг 
по времени t = 240 с и шаг по пространству x = 0.78 км, y = 1.125 км. 
По вертикали используется расчетная сетка в -координатах с 15 горизонта-
ми. Поле концентрации, полученное по модели с использованием параметри-
зации потоков вещества на дне моря пропорционально кубу модуля скорости 
в придонном слое (3), представлено на рис. 1. Эта информация на поверхности 
моря использовалась в качестве данных измерений. При реализации метода 
линеаризации для идентификации параметра , в силу линейности модели и  
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Р и с .  1 .  Модельное поле концентрации ( = 0) 
F i g .  1 .  Simulated concentration field ( = 0) 

 
точности данных измерений, достаточно одной итерации. Аналогичный ре-
зультат получен и при идентификации  вариационным методом, основан-
ным на решении сопряженных задач. При решении задачи идентификации 
постоянной  более экономичным с точки зрения вычислительных ресурсов 
является метод линеаризации, так как задача в вариациях решается один 
раз, а при реализации вариационного алгоритма, основанного на решении 
сопряженных задач, возникает необходимость интегрировать и их. Поэтому 
при численной реализации задачи определения постоянной  более эффек-
тивным является метод линеаризации. 

Использование вариационного подхода, основанного на решении со-
пряженных задач, позволяет определять переменные по пространству пото-
ки вещества на дне моря. Результат поиска Q(x, y) представлен на рис. 2.  
 

 
 

Р и с .  2 .  Поток вещества на дне (мг/м2с) 
F i g .  2 .  Matter flow on the seabed (mg/m2s) 
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Р и с .  3 .  Сходимость нормированного 
функционала качества прогноза 
F i g .  3 .  Convergence of the normed 
functional of the prognosis quality 

 
Найденное поле потока вещества на дне моря в целом хорошо коррелирует 
с используемой информацией о концентрации взвешенного вещества 
в верхнем слое моря с динамически активными областями моря, с особен-
ностями рельефа дна, т. е. косами и банками, где происходит взмучивание. 
Отметим, что в данном случае алгоритм определения Q(x, y) реализуется 
итерационно. Процесс падения нормированного функционала качества про-
гноза в зависимости от номера итерации представлен на рис. 3. За 10 итера-
ций ошибка восстановления модельного поля концентрации на конечный 
момент времени достигает значений менее 5 %. 

Заключение 
Таким образом, в результате численных экспериментов показано, что 

при идентификации постоянного параметра достаточно использовать ме-
тод линеаризации. При определении переменного по пространству потока 
вещества хорошей точностью и сходимостью обладает вариационный метод 
ассимиляции данных измерений, основанный на решении сопряженных за-
дач. Протестированные алгоритмы могут быть апробированы при усвоении 
реальной спутниковой информации о концентрации взвешенного вещества 
в море в процессе решения различных задач экологической направленности 
в акваториях Азовского и Черного морей. 
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