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Аннотация 

Верифицирована аппроксимация функции плотности вероятностей возвышений мор-

ской поверхности двухкомпонентной гауссовой смесью. Для верификации использо-

ваны данные прямых волновых измерений, полученные на стационарной океаногра-

фической платформе, установленной в Черном море. Критерием корректности ап-

проксимации выбрана относительная ошибка  отклонения модельной функции 

плотности вероятности от экспериментальной функции, рассчитанной по данным 

волновых измерений. Средняя по ансамблю ситуаций относительная ошибка  ма-

ла, если значения нормированного на среднеквадратическую величину возвышения 

поверхности лежат в области  < 3. Среднеквадратическое отклонение относитель-

ной ошибки минимально при   0 и равняется 0.12, при  = 3 возрастает до ~ 0.5. 

Показано, что ошибка  имеет систематическую составляющую, которая зависит 

от отклонений третьего и четвертого статистических моментов от значений, соответ-

ствующих распределению Гаусса. Построена полуэмпирическая зависимость, позво-

ляющая учесть эту составляющую. Отмечено, что точность аппроксимации можно 

повысить в 2–3 раза, исключив систематическую составляющую.  
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Abstract 
The approximation of the probability density function of sea surface elevations by a two-
component Gaussian mixture has been verified. For verification, the data of direct wave 
measurements obtained on a stationary oceanographic platform, installed in the Black Sea, 
were used. The approximation correctness criterion is the relative error ε of deviation of 
the model of probability densities function from the experimental function calculated 
from the measurement data. The average error 〈ε〉 over the ensemble of situations is small 
if ξ < 3. The standard deviation δ is minimal if ξ ≈ 0 and is equal to 0.12, if ξ = 3 then 
δ ≈ 0.5. It is shown that the error 〈ε〉 has a systematic component, which depends on 
the deviations of the third and fourth statistical moments from the values corresponding 
to the Gaussian distribution. A semi-empirical relationship has been constructed to take 
this component into account. It is noted that the approximation accuracy can be increased 
by 2–3 times by eliminating the systematic component. 
Keywords: Gaussian mixture, sea waves, surface elevation, statistical moment, Black Sea, 
nonlinear waves 
Acknowledgements: The work was performed under state assignment of Marine Hydro-
physical Institute of RAS on topic FNNN-2021-0004 “Fundamental studies of oceanologi-
cal processes which determine the state and evolution of the marine environment influenced 
by natural and anthropogenic factors, based on observation and modeling methods”. 
For citation: Zapevalov, A.S. and Knyazkov, A.S., 2024. Distribution of Sea Surface 
Elevations in the Form of a Two-Component Gaussian Mixture. Ecological Safety 
of Coastal and Shelf Zones of Sea, (1), pp. 20–30. 

Введение 
Морское поверхностное волнение является слабо нелинейным процес-

сом, а статистические распределения возвышений и уклонов морской по-
верхности близки к распределению Гаусса [1]. Хотя отклонения от распре-
деления Гаусса малы, они играют важную роль в приложениях, связанных 
с дистанционным зондированием океана [2, 3], а также при прогнозе появле-
ния аномальных волн [4].  

Для статистического описания морской поверхности, как правило, исполь-
зуются распределения, построенные на основе усеченных рядов Грама – 
Шарлье или Эджворта [5, 6]. Распределения являются разложением искомой 
функции плотности вероятности по ортогональным полиномам Чебышева – 
Эрмита. Использование усеченных рядов приводит к искажениям искомой 
функции плотности вероятностей, связанным с появлением у нее отрицатель-
ных значений, а также нескольких локальных максимумов [7–9]. 

Актуальность поиска новых подходов к статистическому описанию мор-
ской поверхности определяется тем, что существующие модели не позволяют 
строить функцию плотности вероятностей возвышений морской поверхности 
во всем диапазоне их изменений. Одним из возможных решений данной 

http://178.34.180.61:37000/INDEX/avtor_stat.php?value=57
http://178.34.180.61:37000/INDEX/avtor_stat.php?value=157
http://178.34.180.61:37000/INDEX/avtor_stat.php?value=57
http://178.34.180.61:37000/INDEX/avtor_stat.php?value=157
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проблемы является аппроксимация распределения квазигауссового процесса 

двухкомпонентной гауссовой смесью. Распределения этого типа пока не нашли 
широкого применения в океанологии, что, возможно, связано со сложной 

процедурой расчета их параметров [10]. Впервые использовать такую модель 
для описания морской поверхности было независимо предложено в работах 

[11, 12], в которых строились функции плотности вероятностей для уклонов 
морской поверхности. Недавно двухкомпонентную гауссову смесь было 

предложено использовать для описания распределений возвышений морской 
поверхности [13]. Для искомой гауссовой смеси, как и при построении рас-

пределений Грама – Шарлье и Эджворта, неизвестные параметры рассчиты-

ваются по известным статистическим моментам. 

Целью данной работы является анализ возможности и границ использо-

вания двухкомпонентной гауссовой смеси для описания распределения воз-

вышений морской поверхности. Анализ проводится на основе проведенных 

на Черном море прямых измерений морских волн.  

Двухкомпонентная гауссова смесь 

Конечные гауссовы смеси широко используются в разных областях 

для аппроксимации неизвестных функций плотности вероятностей [9, 14]. 

Двухкомпонентная гауссова смесь случайной величины  имеет вид [15] 
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где i – вес i-й компоненты (i = 1, 2), i  (1, 2); mi – математическое ожида-

ние; i
2 – дисперсия. Весовые коэффициенты удовлетворяют условию  

1 + 2 = 1. (2) 

С учетом условия (2) для построения PS() необходимо найти пять пара-

метров: m1, m2, 1, 2 и 1. В работе [13] предложено рассчитывать их по пер-

вым пяти статистическим моментам возвышений морской поверхности . 

Недостаток такого подхода состоит в том, что по данным волновых измере-

ний в морских условиях, как правило, определяются статистические моменты 

только до четвертого порядка включительно [16–18]. Поэтому для расчета 

параметров модели (m1, m2, 1, 2) будем использовать первые четыре стати-

стических момента, оставляя пятый параметр (1) свободным [11]. Параметр 

1 будем варьировать для удовлетворения условия одномодальности распре-

деления. 

Процедура расчета параметров модели (1) описана в работе [10]. Она 

сводится к решению системы уравнений 

1 1 1 2 1α (1 α ) μm m   , (3) 

   2 2 2 2

1 1 1 1 2 2 2α σ (1 α ) σ μm m     , (4) 

   3 2 3 2

1 1 1 1 1 2 2 2 3α 3 σ (1 α ) 3 σ μm m m m     , (5) 

   4 2 2 4 4 2 2 4

1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 4α 6 σ 3σ (1 α ) 6 σ 3σ μm m m m       , (6) 
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где i есть статистический момент порядка i : 

μ ξ (ξ) ξj
j SP d  , 

Будем полагать, что средний уровень поверхности равен нулю (1 = 0), и дис-

персия анализируемой случайной величины ζ  равна 1 (2 = 1). Параметры 3 
и 4 – 3 являются коэффициентами асимметрии и эксцесса соответственно. 

Система уравнений (3)–(6) симметрична относительно троек параметров 

(m1, 1
2, 1) и (m2, 2

2, 2).  

Верификация 

Для верификации модельной функции плотности вероятностей возвы-

шений морской поверхности (1) использованы данные волновых измерений, 

полученные на стационарной океанографической платформе Морского гид-

рофизического института РАН [19]. Измерения проводились в течение декаб-

ря 2018 г. Платформа установлена в Черном море в 600 м от берега на глу-

бине около 30 м. Волны измерялись струнным волнографом [20]. 

Измерения проводились при ветровых условиях, которые менялись в пре-

делах от штиля до скорости ветра 25 м/с. Значительная высота волн (средняя 

высота 1/3 самых высоких волн) менялась в пределах от 0.23 м до 2.26 м, 

максимальная высота волн достигала 4.9 м. Длины волн, соответствующих 

пику волнового спектра, лежали в пределах от 10 до 120 м. 

Процедура верификации осуществлялась следующим образом. Непре-

рывные волновые измерения разбивались на волнограммы продолжительно-

стью 20 мин. Общий объем данных для анализа составил более 2200 волно-

грамм. Каждая волнограмма центрировалась и нормировалась таким образом, 

чтобы ее дисперсия равнялась единице, затем для каждой волнограммы вы-

числялась экспериментальная функция плотности вероятностей PE (). Вы-

числялись также статистические моменты 3 = 3 и 4 = 4, по которым 

рассчитывались параметры двухкомпонентной гауссовой смеси PS (). Здесь 

и далее символ   означает осреднение.  

Согласно волновым измерениям, ранее проведенным на Черном море, зна-

чения статистических моментов 3 и 4 в основном лежат в диапазонах [19]  

30.2 μ 0.3    и 42.6 μ 3.4  . (7) 

Эти же диапазоны были определены по измерениям в Северном море [18]. 

Выход за пределы указанных диапазонов, как правило, происходит в ситуа-

циях, когда наблюдаются аномально высокие волны (волны-убийцы) [17]. 

В настоящей работе мы ограничимся анализом ситуаций, когда 3 и 4 
удовлетворяют условию (7). 

Экспериментальная функция плотности вероятностей рассчитывается 

на основе анализа гистограммы возвышений морской поверхности. Ширина 

интервалов  была выбрана равной 0.45. Функция PE () получена из гисто-

граммы путем нормирования на общее число точек в волнограмме и на ши-

рину интервала. 
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Процедура верификации модели двухкомпонентной гауссовой смеси за-

ключается в сравнении функций PE () и PS (). Критерием соответствия мо-

дели (1) данным волновых измерений является относительная ошибка 

(ξ) (ξ)
ε(ξ) ,

(ξ)

S E

E

P P
P


  

для которой рассчитываются среднее значение () и среднеквадратическое 

отклонение () = (() – ())20.5.  

Для расчета гауссовой смеси PS () была выбрана процедура, описанная 

в работе [10]. Система уравнений (3)–(6) с учетом условия (2) сводилась 

к одному полиномиальному уравнению шестой степени от m1 

2 2 6 2 3

1 1 1 1 3 1 1 1 1

3 2 2 4

4 1 1 1 3 1

2α (α α 1) 4μ α (2α 1)(α 1)

3(μ 3)α (α 1) μ (α 1) 0,

m m
m

     

     
(8) 

решения которого для заданных значений 3 и 4 находились численно мето-

дом Ньютона при варьировании 1. Коэффициенты, входящие в уравнение (8), 

были проанализированы в работе [10], где показано, что кроме редкого слу-

чая 3 = 0 и 4 > 3, оно всегда имеет решение и построение функции плотно-

сти вероятности возможно. Из полученных нескольких решений для различ-

ных возможных 1 выбиралось то, которое соответствует физическому усло-

вию одномодальности получаемого распределения и положительности значе-

ний 1
2 и 2

2, которые пересчитывались, как и m2, из значения m1 по методике, 

рассмотренной в работе [3]. Значения 3 и 4, вычисляемые для полученной 

в результате решения уравнения (8) модельной гауссовой смеси PS (), срав-

нивались со значениями, рассчитанными по волнограмме и использованными 

в исходных уравнениях (3)–(6). Точность совпадения рассчитанных по гаус-

совой смеси и по волнограмме значений 3 и 4 достигается не хуже 10–3. 

Функции () и () показаны на рис. 1. Здесь N() – число точек, 

по которому рассчитывались статистические характеристики в заданном ин-

тервале . Функции () и () являются средними по ансамблю ситуаций, 

в которых проводились измерения, при 3 и 4, удовлетворяющих условию (7). 

Исключены из рассмотрения 11 волнограмм с параметрами 3 = 0 и 4 > 3 

по причине, указанной выше. 

Анализ приведенных на рис. 1 отклонений модельной функции PS () 

от экспериментальной PE () указывает на их малость в окрестности точки  = 0 

и увеличение с ростом . Для диапазона  < 3 параметры, характеризую-

щие это отклонение, удовлетворяют условиям 

ε(ξ) 0.05 ,     δ ξ 0.3.

Для дальнейшего анализа все данные разбивались на группы, соответ-

ствующие четырем диапазонам третьего статистического момента: группа 1 – 

–0.2 < 3  0, группа 2 – 0 < 3  0.1, группа 3 – 0.1 < 3  0.2, группа 4 –

0.2 < 3  0.3. Рассчитанные для каждой группы оценки (, 3) и i (, 3) 

представлены на рис. 2. Здесь индекс i, принимающий значения от единицы 

до четырех, соответствует номеру группы. Параметр Ni (, 3) показывает число 
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Р и с .  1 .  Относительная ошибка () (a) 

и среднеквадратическое отклонение () (b), 

рассчитанные по ансамблю ситуаций, чис-

ло точек N(), по которому рассчитывались 

статистические характеристики в заданном 

интервале  (c) 

F i g .  1 .  Relative error () (a) and standard 

deviation () (b) calculated for an ensemble 

of situations, the number of points N() from 

which statistical characteristics were calculat-

ed in a given interval  (c) 
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Р и с .  2 .  Значения () (a), () (b), N() (c), рассчитанные 

для четырех диапазонов 3: –0.2 < 3  0 (синий цвет), 

0 < 3  0.1 (красный цвет), 0.1 < 3  0.2 (коричневый цвет), 

0.2 < 3  0.3 (зеленый цвет) 

точек, по которым рассчитывались значения i (, 3) и i (, 3). Среднее 

значение относительной ошибки i (, 3) существенно зависит от того, 

для какой группы оно рассчитывалось, в то же время среднеквадратическое 

отклонение i (, 3) для всех групп почти совпадает. Расхождение между 

PS () и PE () зависит от того, насколько статистический момент 3 откло-

няется от нулевого значения, соответствующего распределению Гаусса. 

Наибольшие расхождения наблюдаются для группы 4.  

F i g .  2 .  Variables ε(ξ) (a), δ(ξ) (b), N(ξ) (c) calculated for four 
ranges µ3: –0.2 < µ3 ≤ 0 (blue), 0 < µ3 ≤ 0.1 (red), 0.1 < µ3 ≤ 0.2 
(brown), 0.2 < µ3 ≤ 0.3 (green)
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Аналогичный подход используем, чтобы проанализировать аппроксима-

цию плотности вероятностей возвышений морской поверхности при разных 

значениях четвертого статистического момента. Разобьем данные на группы, 

соответствующие четырем диапазонам 4: группа 1 – 2.6 < 4  2.8, группа 2 – 

2.8 < 4  3.0, группа 3 – 3.0 < 4  3.2, группа 4 – 3.2 < 4  3.4. Оценки i (, 4) 

и i (, 4), рассчитанные для указанных групп, представлены на рис. 3.  

Р и с .  3 .  Значения () (a), () (b), N() (c), рассчитанные 

для четырех диапазонов 4: 2.6 < 4  2.8 (синий цвет), 

2.8 < 4  3.0 (красный цвет), 3.0 < 4  3.2 (коричневый цвет), 

3.2 < 4  3.4 (зеленый цвет) 

F i g .  3 .  Variables ε(ξ) (a), δ(ξ) (b), N(ξ) (c) calculated for four 
ranges µ4: 2.6 < µ4 ≤ 2.8 (blue), 2.8 < µ4 ≤ 3.0 (red), 3.0 < µ4 ≤ 3.2 
(brown), 3.2 < µ4 ≤ 3.4 (green) 
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Разбиение на группы по диапазонам изменения статистических моментов 

3 и 4 приводит к значительному изменению относительной ошибки аппрок-

симации плотности вероятностей возвышений морской поверхности. В диа-

пазоне  < 2 значения i (, 3) и i (, 4) в 2–3 раза ниже, чем рассчитан-

ные по всему ансамблю ситуаций значения (). Это позволяет описывать 

функцию плотности вероятностей полуэмпирической зависимостью 

    ξ ξ 1 ε (ξ)S EP P   , 

где E () – средняя относительная ошибка, рассчитанная для соответству-

ющих диапазонов 3 и 4. 

Заключение 

Аппроксимация функции плотности вероятностей возвышений морской 

поверхности двухкомпонентной гауссовой смесью верифицирована при ха-

рактерных для прибрежной зоны Черного моря значениях третьего и четвер-

того статистических моментов, которые меняются в пределах –0.2 < 3 < 0.3 

и 2.6 < 4 < 3.4. Критерием корректности аппроксимации является отклоне-

ние модельной функции плотностей вероятности от рассчитанной по данным 

волновых измерений, которое характеризуется относительной ошибкой ε . 

В диапазоне  < 3 значения средней относительной ошибки () и 

ее среднеквадратическое отклонение () малы и удовлетворяют условию 

() < 0.05, () < 0.3. Ошибка аппроксимации () имеет систематиче-

скую составляющую, которая зависит от отклонений третьего и четвертого 

статистических моментов от значений, соответствующих распределению 

Гаусса. Построена полуэмпирическая зависимость, позволяющая учесть эту 

составляющую. Исключив систематическую составляющую, можно умень-

шить (), соответственно повысив точность аппроксимации в 2–3 раза.  
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